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複 合 リアル ・オ プ シ ョン
couplingを用 いたプロジェク ト価値算出 と
ボ ラテ ィリテ ィによる比較静学…一
芝 田 隆 志
1は じ め に
本稿で は,金 融工学の オプシ ョン評価式 を用 いて企業の投資 プロジェク ト価
値 を算出 し,そ の性質 について考察す る。具体的 には,リ アル ・オプシ ョンア
プローチか ら企業の投資 プロジェク ト価値 を複合 オプシ ョンとして評価 し,不
確実性が投資 プロジェク ト価値 に どのよ うな影響 を与 えるか につ いて考察す る。
伝統 的 な経済学 における投 資 の意 思決定理 論 は,NPV(正 味現在価 値)法
である。NPV法 とはプロ ジェ ク トによる将来収益 の割引現在価値 と費用の大
小 関係 によ り意 思決定 を行 う手法 であ る。最近 の投資理論 の研究 で は,NPV
法 における2つ の問題点が指摘 され てい る。 つ は投資支出が不可逆性 を満 た
す ことであ り,も う.一つ は投資 の意思決定 には延期す るオプシ ョンが考 え られ
る点 である。.前者 は もし企業が投資 を実行 したな らば,そ の投資費用 は回収 で
きない ことを意味す る。 なぜ ならば,投 資 は企業 あるいは産業特有 の資産で あ
り,企 業 は投資 プロジェ ク トによる資産 を他 に売却す る ことは困難 となるか ら
である。後者 は企業が い ま投資 を実行す るか否 かのオプ ション以外 に,投 資 を
延期 す るオプシ ョンを保 有 して いる とい うこ とであ る。NPV法 で は,企 業 が





タイ ミングを考慮 する理 山は,投 資 に よる将 来の収益 が不確実性 を伴 ってお り,
投 資の実行 はプロジェク トに対 する新 しい情報 を放棄 す ることなので,企 業 は
そ うした機会費用 を考慮 に入れて意思決 定 しなけれ ばならないか らである。以
ヒの よ うに,NPV法 が考 慮 して いな い2点 に注 目 し,企 業 の投 資 問題 に不
確実性 を明 示的 に取 り.入れ た分析 手法 が,リ アル ・オプ シ ョンア プローチで
ある。
リアル ・オプシ ョンアプローチ とは,金 融工学での金融 オプシ ョン商品 の評
価式 を実物資産 に適用する理論 である。 プロジェク トの投 資機会 は,任 意 の将
来 時点 にお いて特 定の費用 で プロジェク トか ら生 じる収益 を得 る権利 として捉
え られる。 その結 果,企 業の投 資 における意思決定問題 は,企 業が どのよ うに
オプシ ョンを最適 に行使 す るか とい う問題 に帰着 される。 リアル ・オプシ ョン
モデルにおける主要 な命題 は,不 確 実性が増大す る と投資 のプロジェ ク ト価値
が上昇す る とい うもので ある。 このメカニズムは,不 確実性 が増大す る と企業
が収益 に関す る新 しい情報 を待 つ価値 が上昇す るこ とか ら発生す る。 このよ う
に,リ アル ・オプシ ョンモデルで は,不 確実性 に対 する影響 を分析す る ことを
可能に した。 しか しなが ら,こ の アプローチは1990年代 に入 ってか ら研究 が進
め られた新 しい理論 であ り,リ アル ・オプシ ョンモデルの体系化 は十分 である
とは言 えず,修 正 されるべ き点が多 く残 されている.そ こで本稿 では,既 存 の
リアル ・オプシ ョンモデルの問題点 を指摘 し,そ の問題点 を修正 および拡張 す
る ことによ り,企 業 の投資問題 についての分析 を行 う。
従来の リアル ・オプシ ョンモデルでは,企 業 の投資機 会が.単一 のプ ロジェク
トとして取 り扱 われている。 しか しなが ら,現 実 の投資 問題 を考 える と,企 業
は単一の プロジェク トよ りも多段 階のプ ロジ ェク トに比較 的頻繁 に直面 する。
具体的 には,企 業 は新製 品開発 とい った研 究開発 と しての初期投資 に直面 し,
新製品開発 に成功 した場合,製 品販売 による市場参 入 とい う次 なる拡 張投 資に
直面する。 したが って,企 業 の投資機 会 を単 一の プロジェク トで はな く多段 階
の プロジェク トとして評価 する方が,投 資 の意 思決 定問題 において一層現 実的
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となる。
リアル ・オプシ ョンの先行研 究で は,企 業の投 資機 会 を2段 階 プロジェク ト
としてモ デル化 した研 究が,AlvarezandStenbacka[2001]である。 しか しな
がら,AlvarezandStenhacka[2001]では,企 業 が研 究開発 に成功 する ならば,
必ず拡張投資 を実行 する とい う第2段 階での プロジェク トに対 する意思 決定が
内生 的 に:考慮 されて いないモ デ ル となっている2:。換 言 すれ ば,Alvarezand
Stenbacka[2001]では,投 資 問題 を多段 階 プ ロジェク トに拡張 して いるが,
単一の意思決定 問題 である ことか ら,多 段 階の投 資機 会は通常 の オプシ ョンと
して評価 されている。 これに対 して,現 実の経 済問題 を考 える と,企 業 は研 究
開発 に成功 した場 合で さえ も市場 製品化 の費用 が非常 に高 い ロ∫能性 がある。 こ
の とき,企 業 は市場参 入による収益 と費用 を比較 して,参 入 しない ことが利 潤
最大化 の観点 か ら望 ましい場合 も考 えられる。 したが って,リ アル ・オプシ 日
ンアプローチにおいて投資 プロ ジェク トを2段 階 に拡 張するな らば,意 思決定
も2段 階に拡張 する方 が適切 である と考 え られる。それゆえ本稿 で は,企 業 の
投 資 プロ ジェク トお よび意思 決定 の両方 を2段 階 に拡張 し,企 業 の投 資 プ ロ
ジェク ト価値 をオプシ ョンのオプシ ョンである複合 オ プションとして評価 する。
本稿 のモデル分析 における独創的 な点 は,従 来 の リアル ・オ プションにおけ
る数学 よ りも直観 的に理解 しやすい数学 を用 いて分析 している点 があげ られる。
従 来の研究 では,確 率解析 における比較 的高度 な数学 ツールが用 い られて きた。
例 えば,AlvarezandStenbacka[2001]では,グ リー ン関数 とよばれ.る経 済学
的な意味づ けの難 しい関数 を使 って,投 資 プロジ ェク ト価値 の性 質 を考 察 して
い る。 これに対 して,Hobson[1998]では,金 融 オプ ション商 品の評価 分析
にcouplingの理論 を用 いている。新 しい アプローチであ るcouplingの理論 は,
グリー ン関数 を用 いた議論 と比較す る と,直 観的 に理解 しやす い図 を用 いた証
明 を可能 にす る。 それゆ え,c・uplingの理論 は,図 を多用 する経済学 の理論
2)Alvar麗andStenbacka[2〔}01〕で は,初 期投 資 を初 期 技 術,拡 張 投 資 を ア ップ グ レ・一ド技 術 と
して表 記 してい る 。
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と合致 している。 また平易 な数学の使 用 は,モ デ ルを理解 しやす くなることか
ら,理 論 の発展 に大 き く貢献する と考 えられ る。 この点 に注 目 して,本 稿 では
couplingの議 論 を用 い て,リ アル ・オ プシ ョンアプローチ による企 業 の投 資
問題 を分析す る。
本稿 で得 られた主要 な結果 とは,企 業 の投資 プロジェク ト機 会 を複合 オプ
ションとして評価 して も,「不確実性が増 大する と企業 の投資機会価値 も増大 す
る」 という命題が得 られ たことであ る。 この命題 の成立す る理 由は,不 確実性
が増大す れば,企 業 は収益 についての新 しい情報 を待 つ価値が高 くな り,企 業
の投資機会価 値 も上昇す るか らで ある。 この命題 は金融 オプシ ョン理論 および
従来 の リアル ・オプシ ョン理論 にお いて既 に示 されてお り,本 稿で は企業価値
を複合 リアル ・オプシ ョンとして評価 して も同・.の命題 を証明す るこ とがで き
た。従来の多段階 プロジェク トに拡張 したリアル ・オプシ ョン分析 では,投 資
の意思決定問題 を単一で扱 って おり,企 業価値が通常 のオプシ ョン として評価
しているので,企 業価 値が複合 オプシ ョンと して評価 される先行研究 は存在 し
ない。そ こで本稿 では,企 業価値 を複合 オプシ ョンとして評価す る分析 を行 う。
本稿の構成 は次の通 りで ある。第H節 で は,企 業の投資機会 をモ デル化す る
仮定 につ いて述べる。本モデ ルの独 創的 な点 は,従 来 の リアル ・オプシ ョンモ
デルを多段階 プロジェク トかつ多段 階の意思決定問題 に拡張す るこ とで ある。
第皿節で は,第H節 で構築 されたモデルの投資機 会価値 の性質 と して3つ の定
理 を証明す る。 その主要 な命題 は 「不確実性 が増 大す る と企業価値 も増 大す
る」 とい う命題 で あ り,couplingの議 論 を用 いて証明す る。 なお,第 血筋 で
の証明 は,す べて付録 に掲載 した。最後 の第W節 で は,本 論で得 られた結果 を
まとめる。
11モ デ ル
企業 の投資 プロジェク トによる収益 は外生的 な状態変数 に依存 し,そ の確率
過程 は完備 なフ ィル ター付 き確 率空間(ρ,{},{卸,≧。,P)上の非負の拡散過程
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{&},.oとして定義 され,次 の式 を満 たす と仮定す る。
dX,;μ〔X,)dt十σ(濁)dz,,Xo己必(ユ)
ここで 逼 ま標準 ブラウ ン運動,ド リフ トμ:択+→沢 と拡散係数 σ:灰+一レ1R+＼{0}
は,解 の一意性 を保証する条件 を満 たす と仮定す る。本稿で は,時 点ゼ ロで状
態 語 か ら出発 した拡散 過 程 を 岬 と書 く。Psを 濁=」 と定 義 した と きの
{X,}r.。の確 率測度 とす る,ま た確 率測 度 芦 に関す る期待値 を び として表
す。
企業 は2段 階 の投 資 プロ ジェク トに直面 す る と仮 定 し,初 期 投資 を研究 開
発投資 と し,そ の投 資費用 をc、と定義 する。企業 の研究 開発 による収益 は,
Z,(の:1R.→択 とする。企業の研究 開発 はある確率分布 に従 って成功 し,研
究開発 に成功する初到達時刻 は,確 率 変数 丁 として定 義 し,確 率変数 τ と確
率過程{渇}、≧。とは独立 と仮 定す る。企業 は研究 開発 しないと拡張投資 は実行
で きず,研 究開発 によ り拡 張投資機 会 に直面 する と,費 用`3を 用 いて拡張投
資 を実行 で きる とす る。拡張投 資 による収益 は,π2(の:択+→ 択 とす る。拡
張投 資実行 後 にお ける収益 の増分 はAn(の:=π2(∬)一n,(T)≧0:1R.→1κ.
と し,も し企業 は研 究 開発 に成功 しない ならば,企 業 の収益 は πL(のの まま
変化 しないと仮定する。本モデ ルで は,中 止す るオプシ ョンは導入 しない。
数学での技術的 な仮定 として,収 益 関数 πr⑫):盈+→R(∫=1,2)は有界 で連
続かつ厳密 に単調増加関数 とする。この仮定 から累積利 潤は絶対.ロ∫積分 となる。
伊[∬ ・判 ・'(孟)1・4…(・)
ただ し割引率 を プとした。絶対 可積 分条件 を満 たす関数 πfのレゾルベ ン ト作
用 素(resolventoperator)R.π歪は,
(瓦・・)ω一・{∬e一 ・脳)・ 司(H.・)(・)
と定 義 さ れ る 。 ま たXrの 生 成 作 用 素(infinitesimalgenerator)を、4とす る3)。
3)レ ゾ ルベ ン ト作 用 素 〔resolventoperator)およ び生 成作 用 素 につ いて は,⑭ksenda1[1995]を
参 照 。
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す な わ ち,
・一圭♂ω 轟 … 酷 ・・)
と定義 される。 この設 定の下で,次 第では,企 業のプ ロジ ェク トに対する価 値
を算出する。
III企業価値 の評価 と比較韻学
企業における投資 が2段 階プロジェク トで,意 思決定 も2段 階である ことか
ら,企 業の投 資プ ロジ ェク ト価 値 は複合 オプシ ョンとして評価 される。時刻 τ
は企業が投資 を実行す る時刻 とす る。企業の投 資プロジェク ト価値 は,C⑰)と






恥一び[∬e一㌔ 脚 と　 e一・…1臨 ・]
である。 また確率過程{渇}脚 と確 率変 数 τ とは独立 と仮定 して いる。 この
問題 は,(5)式 で示 される期待利得 を最大 化す る時刻 τを見つ け る最適停 止
問題であ る。
複合 オプシ ョン価値 の(5)式は,3つ の要素か ら成 り立 っている。括 弧内 に
おける第1項 は初期投資実行 による累積収益,第2項 は初期投 資である。そ し
て第3項 は企業 が拡張投資 に直面 した時,拡 張投資実 行する場 合 としない場合
にお ける累積収益 である。換言す れば,第3項 は,企 業 が拡張投資機 会に直面
した場合 に意思決定 の選択 が与 えられた下 でのオプ ション価値 である。 それゆ
え,企 業 のプ ロジェク ト価値 は,第3項 のよ うに,オ プシ ョン価値 の中にオプ
ション価値 を含んだ複 合オプシ ョン価値 として評価 される。
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補題1
企 業 の プ ロ ジ ェ ク ト価 値 は,レ ゾ ル ベ ン ト作 用 素 を 用 い て 書 き換 え ら れ る 。
0(.x)=maxE'Le一π((R.π、)(&)一C7>1ア
+E皿[max{e-7〔τ+7〕((R.』π)(X.+τ)一c2),0}】(6)
.補題1は,企 業 プロジェク ト価値 を拡散過程 の レゾルベ ン ト作用 素を用 いて
評価 することがで きることを示 している。企業 プロジェク ト価値 が レゾルベ ン
トを用 いて算 出されるならば,企 業 のプロジェク ト価値 の性 質に関する分析 が
容 易になる。 それゆえ,企 業の プロジェク ト価値 が レゾルベ ン トで表現 される
ことは非常 に有益 である。 この有益性 は次 の定理 の証 明において明 らかになる。
定理1
収益 関s,(エ)G∈{1,2}),dz(x)は単.調増加 関数 とする。 この とき,企 業
のプロジェク ト価値 は,初 期状態 に対 して単調増加 である。 すなわち,初 期
時点 における状態 τ,鉄工<〃)に対 してC(⑳ ≦C(〃)が成立する。
定理1は,企 業 のプロジェク ト価値が状態変数 の初期状態 に関 して増加 関数
となるこ とを示 している。す なわち初期状態が増加す ればするほど企.業のプロ
ジェ ク ト価値 が増大 す る。 なお,couplingの議 論 を用 い るため,以.ドで は ド
リフ トを線形 として議論す る。す なわち,μ(幻=μXと 仮定す る。
定理2
収益 関数 πf(の(庶{1,2}),do(のは単調増 加関数 かつ凸性 を満 たす とす る。
また ドリフ トは線形 μ(却=μXと する。 この とき,企 業 の プロ ジェク ト価
値 は初期状態 に関 して凸関数 となる。
定理2は 初期状態 に対 して収益関数 π`⑰)が凸性 をもつ ならば,レ ゾルベ ン
ト作 用素 も凸性 をもつ という定理で ある。 この定理2は,不 確実性 に対 する企
業プ ロジェク ト価値へ の影響 につ いての定理3の 証明 において使用 される。
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定理3
収益 関数 πゴ(ゆ(f∈{1,2}),4π(∬)は単調増加 関数 かつ凸性 を満 たす とする。
また ドリフ トは線形 μ(X)二μXと する。 この とき,企 業の プロジェク ト価値
は,拡 散係 数 σ(∬)に対 して増加 関数 となる。換言 すれ ば,δ(躍)〉『(ゆの
とき,r(の に対 す る企 業の プロジェ ク ト価値 は,δ「(のに対 す るプロジ ェ
ク ト価値 よ りも増大 する。
定理3の 成立す る理 由は以.下のよ うに説明 で きる。不確実性 が増大 すれば収
益 の変動 が激 しく増減す る。 このと き,企 業 は収益 に対す る新 しい情報 を待 つ
価値 が高 くな り,企 業 のプロジェク ト価値が増大す る。 これが 「不確実性 が増
大する と企業 の投資機会価値が増大す る」 という命題 のメカニズムである。
Ivお わ り に
従来 の リアル ・オプシ ョン分析で は複数 のプロジェク ト問題 を扱 うが,拡 張
投資 に対す る意思決定 は内生的 に組 み込 まれ ていない。換言す れば,企 業の投
資 は単一意思決定問題 と してモ デル化 されるので,企 業の プロジェク ト価値 は
通常 の オプ ションと して評価 されて いる。 そ れに対 して本稿で は,複 数 プロ
ジェク トおよび複数の意思 決定問題 にモデル を拡 張 して,企 業の投 資 プロジェ
ク ト価値 をオプシ ョンの オプシ ョンである複 合 オプシ ョンとして評 価 した。本
稿で得 られた主要な結 果は,企 業 の プロジェク ト価値 を複合 オプシ ョンと して
評価 して も 「企業 の投資機 会価値 が不確 実性 とともに増大 する」 とい う命題 が
得 られた ことである。証 明に関 しては,従 来 の リアル ・オプシ ョン理論 よりも
直観的 に理解 しやすいcouplingの議論 を用 いて示 す こ とが で きた。本稿 の よ
.うに,比 較的平易 な数学 を用 いた研究 は,モ デル分析 が理解 し易 くなる ことか
ら,モ デル分析 の一層 の発展 につながる と考 え られる。
リアル ・オプシ ョン分析 はユ990年代 に入ってか ら進 め られている研究 であ り,
その理論 は十分 に体系化 されている とは言 い難 い。 さらなる研究 によるモデル
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の精緻化が必要 とされている。例 えば,リ アル ・オプシ ョン分析で は企業間競
争が考慮 され てい ない。 これ は経済学でい うところの プライステーカーモデル
である。 この よ うに企業が独占的 と限定 される理由 は,戦 略的相互依.存関係が
不確実性 の要素の一つ として捉 えられているか ら と考 えるこ とは可能で ある。
しか しなが ら,モ デ ル分析で は,不 確実性 に関す る特徴 を明示す るこ とが可能
であるならば,不 確実性 を漠然 として取 り扱 うので はな く,具 体的 に導入す る
べ きであ る。例 えば,不 確 実性 を競争相手の行動 として考'えた場合,結 果 とし
て生 じる事象 は,競 争 による独特の性質 を保有 してい るので,そ の性質 を明示
的 にモデ ル化する方が望 ま しい。それゆ え,リ アル ・オプシ ョン分析 は企業 間
の相互依存関係 を導入 した リアル ・オブ.ションモ デルへ拡張す る ことが必要 と
されてい る と考 えられる。 この点 について は.今 後の課題 としたい。
付 録(証 明)
1補 題1の 証明








max{n,,112}=II,十max{n2-U,0}とい う 性 質 が 成 立 す る 。(5)式 を 条 件
つ き期 待 値 の 連 鎖 公 式 を 用 い て 書 き換 え る 。
r[e一π(皿一`、+max{n,,1.la})1
=E」[e一「τ(n。一`L+n,+max{n2-n,,0})】
一・・[・… 例 ∬e… ・・(駕 ・・1脇]一・・)]
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・昨 ・[∬e　 ・i(漏・・1脱・・11
・卵 ・x囲 ∬e　 +・1・・陶 ・s-e一・… ・・1翫・]・・}]
一・例 ∬e一　 姻 一)・国 一e祠
・拶[・・x囲 ∬ ・一物 ・陶 ・・1雛・・]一e　・・,偽・}1
第3項 につ いて積分 区間 を変更 し,第1,2項 の それぞれ 貌,審。+7可測 な
項 を期待値 の外 にはずす。
ρ[e-7例 ∬e一 ㌦(瓦 ・の・・國 一・・)1
… 「m・x{e　,(・「∫0.・… ・・(恥 の ・・1祠 一・・)・・}]
マル コフ性 を用 いて書:き換 える。
・・[e一一(・X・[∬e一%(鵡)・・ト ・>1
… 【・・x{e　 (・…[∫..e一ん雄)・ ・]一・・),・}]






企業 のプロジェク ト価 値が,初 期状 態に対 して単調増加である こ とを示す。
証明の方法 と しては,レ ゾルベ ン トの各項が,現 在の状態 に対 して単調増加 と
なる ことを示せ ばよい。換言 すれば,初 期状態 について ヱく〃 と仮定 する と き,
次式が成立する ことを示す。
(R.π`)ω≦(尺.π∫)ω
(品・・)ω ・一 ・ ・[∬e… ・・(奥)・(i一 ・,・・ノ囎)
r
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避 は初期時点Dに おいて状態 置か ら出発 する確率過程 であ り,そ れぞれ独立
な確率過程 雄 とX;を 仮定 し,停 止時刻 を次 のように定義す る。
も:=inf{%≧⑪IXげ≧溜}
上式 における停1L時刻か ら次 の新 しい確 率過程{X;}、≧。を定義す る。
潅・一{叢:畿慧 欝
ただ し期 間 を[0,T]と した。
まず 篭>Tの ケー スを考 える。 この とき任 意 のsに 対 して 澄 とXξ が交
わらない。それゆ え明 らかに 聡 く岬 が成立する。
次 に 。。≦Tの ケース を考 える。 この ときaX,一Xaが成立 巴 さらに,
X;≦XS∀s
が成立す るので,瓦 が初期状態 に対 して単調 となる。それゆえ,.増加関数 π直ω
に対 して,π」〔&)に積分 かつ期待値 をとって も次 の不等号 が成 立する。
が[∬e… ・・悉)・・]・ザ[∬e一一・伽 ・]…[∬e… π・(悉)・・]
任 意 の 時 刻 τ に 対 し て,T→ 。。 と す る と,.
(R7π睡)(jr)≦(1～7πr)(野)(ゴ=1,2)
が 成 立 す る 。 レ ゾ ル ベ ン ト項 は 初 期 状 態 に 関 して 単 調 増 加 と な る 。 他 方,」 π(の
も 単 調 増 加 な の で,同 様 に して レ ゾ ル ベ ン ト1～.4πも 初 期 状 態 に 対 し て 増 加
関 数 と な る 。 し た が っ て,max{∵}も 単 調 増 加 な の で,企 業 の プ ロ ジ ェ ク ト
価 値 は 初 期 状 態 に 関 して 単 調 増 加 と な る 。
3定 理2の 証明
ド リ フ トは 線 形 μ(萄=μXと 仮 定 す る の で,確 率 微 分 方 程 式 は
dX,=μX写dε十 δ(X,)Xsdz3
と す る 。 い ま&=e一 μ5×5と定 義 す る と,伊 藤 の レ ン マ に よ り,
d及=σ(悉,s)鵡dz8
4)こ こで 茎 とは法則的 に等 しい ことを意味する。
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と書 き換 え る こ と が で き る 。 た だ し σ(X』,s)=δ(eμ5×5)であ る 。 初 期 状 態 と
し て 皿,〃,g(0<∬<y〈g)と い う3つ の 状 態 を 仮 定 す る 。 孝 は 時 点 ゼ1]で 状 態
κ(κ∈{鳥 穿,2})から 出 発 す る 標 準 ブ ラ ウ ン運 動 で あ り,そ れ ぞ れ の 独 立 な 確
率 過 程 避,黎,濫 が 次 の よ う な 確 率 微 分 方 程 式 で 書 き 表 さ れ る 。
dλ了 三 σ(聯,s)避dgξ,λ 「8≡躍
d舞=σ(凝,∫)Xsday,溜=〃
dX,=σ(舞,3)蝦d2♂,X冨=9





定義する。 また時刻 τ=巧くτ。〈'を定義す る。
第1に 。一奄 の場合 には,=る なので,任 意 の時刻,に 対 してaXf_Xrotが成
立する。対称性 を用 レ.・る と,
ロ
(澄 一 聯)π`(澱)=(盛「'一溜)π ¢(岬)
が 成 立 す る 。 ま た τ=も に お い て 駅 ≦ 濯 か らE[(X-X,)7C;(濁)1言.。】』0が
得 ら れ る の で,
E[(澄 一聯)πr(翠)la.。]一E[(x'一x～)n,(聯)la,,]
十E[(X;一2(汗)a,(Xξ)la.,](7)
が 成 立 す る 。 第2にT=T、 の 場 合 で も 同 様 に して 澄 ≦ 岬 が 成 立 す る こ と か








が 成 立 す る 。 最 後 の τ=`で は,明 ら か にX;くX;く 眉 が 成 立 す る 。n;の 凸
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性 を 用 い る と,
(澄 一XI)πr(xの≦(聯 一X,Y)X,(聯)+(X!一辞)r;(澄)
を得 る 。 期 待 値 を とる と,
E[(X,'一聯)M,(X")】≦E[(x'一岬)a;(聯)】
十E[(避 一X;)n,(x')】(9)
が 得 ら れ る 。 す な わ.ち.τ=τ。〈z〈fに お け る(7)式 か ら(9)式 に よ り,
澱(κ ∈ 勧,ン,z})の独 立 性 と マ ル チ ン ゲ ー ル性 を用 い る と,
(z一∬)研 π、(X?)1≦(2一〃)E[7;(岬〉]+吻 一x)E[π・(濁)1
を得 る 。0く ∬く〆z@,〃,z∈R.)の 仮 定 よ り,任 意 の 時 点'で の πゴの 凸 性 が
.不 さ れ る 。
企 業 の プ ロ ジ ェ ク ト.価値 が 初 期 状 態 に対 して 凸 性 を 満 た す こ と を 証 明 す る た
め に,定 理1の 証 明 と 同 様 に して 企 業 の プ ロ ジ ェ ク ト価 値 の2つ の レ ゾ ル ベ ン
ト項 が 初 期 状 態 に 対 し て 凸 性 を満 た す こ と を示 せ ば よ い 。 即,〃,g∈R.(エく〆g),





・・[∬e… ・儲 ・(・一構)・ ・]
.・・[∬e一・・{ξ・・(眉)・(・一ξ)・脚 ・・}
=ξ(R.勾②+(1一 ξ)(盈.πr)(⑳
が成立 する。同様 に して レゾルベ ン トR.」π も初期 状態 に対 して凸性 を満 た
す こ とを示す ことが で きる。max{∵}の凸性 か ら,企 業の プ ロジェク ト価 値
は,初 期状態 に対 して凸性 をもつ。
4定 理3の証明
企.業の投資 プロジェク ト価値が,不 確実性 に対 して増.大す るこ とを証 明す る
ためには,レ ゾルベン ト作用素 が不確実性 に対 して増大す るこ とを示せ ばよい。
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フ ァ イ マ ン ・ カ ッ ツ(Feynmann-Kac)の 公 式 と は,
・ ω 一(編)ω ・一 ・・[f-e一一・(Xs)ds],(・一 ・.・)(1・)
が与えられたとき,(10)式は次の微分方程式を満たすことを示す定理である%
壱 ・・(・)G"(・)・・(・)・'(・)一rG(・)ナ ・・(・)一・,(・ 一 ・.2)(1・)
δ2(の〉∂「2(のを仮定 す る。 それぞれの び(の,o(.x)に対 しての生成 作用素
A(の,.4(のおよび レゾルベ ン ト作用素G(」)=(R.π,)(切,G(㊨=(鳥π∫)(効
を定義する。 げ3(のに対 する微 分方程 式 は以下 の通 りで ある。
去 ・2(xG'(x)・・(z)G'(x)一rG(z)・・(2)_・
⇔(A-7)C(の+πFO,(ゴ=1,2)
同 様 に δ(の に 対 して 同 様 な 次 式 が 成 立 す る 。 た だ しU2(x)(〉 ∂'Z(エ))。
ム・・ω δ〃ω ・・ω δ・(・)一蘭 …(・)一 ・
⇔(A-2うG(∫)十 π∫二 〇,(彦=1,2)
こ こ で,δ 「ω と0(カ と の 合 成 し た 式 を考 え る 。
ZQ2(X)G'(X)+・ω δ'ω一 ・δω ・・(x)
一壷{δ2(認)一r2(躍)}δ〃(∬)50
⇔(γ 一A)G(.r)…n,20,(ピ=1,2)(12)
た だ しr2ω 〉 ∂「2(のとG"(の ≧0を 用 い た 。(12)式 に 期 待 値 を と りe-F'を
掛 け て も,不 等 号 は 変 化 し な い の で,
e一「'EZ[(7-A)0(X,)一n,(s)]≧O
E一[fme一・(・一河魔 ・〉・4一・・[∬e一・・π・(瓦)・4・(13)
を得 る 。驚,の=e一 「嘘(Xr)と 定 義 し,伊 藤 の レ ン マ を 用 い る 。
5)77・ イ マ ン ・カ ッツi:Feynmann.Kac}の公 式 に つ いて は,のksendal[1囲5]を参 照 。
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d}(',X,)=d[e一γfG(入二,)】








Gの 有界性 よ り,5→ 。。 とす る と(14)の左辺第1項 はゼロに収束す るので,
δ(s)=Exl[・ 一司 δ(齢 ・4(・5)
が得 られる。(13)と(15)式から
G(∬)≧o(必)
を得 る。 レゾルベ ン ト作 用素G(,r)=(R.πσ)ωは,σ2に 対 して増加 関数 とな
る、同様 に して レゾルベ ン ト鵡4π も σZに対 して増加関数 となる こ とが示 さ
れる。max{∵}はレゾルベ ン トに対 して単調性 なので,任 意のTを 固定 した
時 に δ2(」)における複合 オプシ ョン価値 は,副(の における複 合 オプシ ョン
価値 よ りも増大 する。





$~ o q 3 1L ~ ~ 7 i 3 ~ (349) 51
Corporate Strategy," Journal of Financial Ecnnnmio~, Vol. 63, pp. 211-234.
llixit, K. Aninash, Robert S. Pindyck [1994] Investment under Uncertairzty, Prince-
ton Unversity Press.
Ilobson, Uavid G. [1998] "Volatility Misspecification, Option Pricing and Supeae-
plication via CouPGnK.~~ Annals of Applied Probabzlzty, Vol. 8, No. 1, pp. 193-
205.
(Akseadal, Rernt [1995] Stochastic DifferentiaC Egruatrovs: An Introduction with
Agqltcatian, SPringer.
i
